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1 Wellen

Um iiber Wellen zu sprechen, miissen wir zuerst auf eine
Arbeitsdefinition einigen.

[ Definition 1.1: Welle J

Eine WELLE ist eine zeitliche und rdumliche Stérung.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢’ einer Welle ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich die Stérung ausbreitet. Da-
mit Verbunden ist ein Energieiibertrag aber KEIN Mate-
rietransport.

Eine Welle wird durch die Wellenfunktion £(z, ¢) beschrie-
ben, welche die Auslenkung des Oszillators um die Ruhe-
lage bei Ort = und Zeit ¢ angibt.

Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten, in welche Richtung
eine Auslenkung stattfinden kann: Senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung TRANSVERSAL oder parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung LONGITUDINAL.

Wenn wir uns eine Welle als Feder-Masse System vorstel-
len, dann schwingt jede Masse um ihre Ruhelage und kehrt
schliesslich in ihre Ruhelage zuriick.

Eine Welle kann auf zwei Arten dargestellt werden: Ein-
mal in einem £-z Diagramm, welches die Auslenkung & als
Funktion des Ortes x zu einem festen Zeitpunkt ¢ zeigt,
oder in einem &-t Diagramm, welches die Auslenkung € als
Funktion der Zeit t an einem festen Ort x zeigt.
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Abbildung 1: Oben: £-x Diagramm, Unten: £-t Diagramm

Ublicherweise verindert sich die Form eines Wellenberges
mit der Zeit, dies wird DISPERSION genannt. Um die Rech-
nung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass dies nicht pas-
siert, also dass wir

f(l’,t) = f(x:tvt)v

schreiben kénnen. Hierbei zeigt das Minuszeichen dass die
Welle nach Rechts geht und das bei Pluszeichen die Welle
nach Links geht.

Proof. Wir gehen in ein Inertialsystem X’ welches sich mit dem
Wellenberg fortbewegt. In diesem System ist die Welle stationir, also

(@', ') = f(2'). Anwendung der Galilei-Transformation z/ = = — vt
und t' =t ergibt die Behauptung. |
In obiger Formel ist v sowohl die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Welle als auch die PHASENGESCHWINDIGKEIT.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit hdngt ab vom Massen-
belag sowie der Riickstellkraft der Feder. Die Phasenge-
schwindigkeit beschreibt die Geschwindigkeit, mit der sich
die Wellenberge fortbewegen. Wir nennen x F vt die PHA-
SE g der Welle. Sei x die Koordinate des Wellenberges
zur Zeit t. Nehmen wir nun an, dass die Phase §y konstant
bleibt, also dg = x F vt = const, so folgt durch Ableiten
2 = v. Dies motiviert das die Phasengeschwindigkeit v der
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle entspricht.

1.1 Harmonische Wellen

Der Spezialfall einer Harmonischen Welle ist gegeben
durch
&(x,t) = &o sinfk(x £+ vt)].

Hierbei wird k£ als WELLENZAHL bezeichnet. In dieser
Situationm vollfiilhrt jeder Oszillator eine harmonische
Schwingung aus. Weiter definieren wir die WELLENLAN-
GE A als den Abstand zwischen zwei Oszillatoren gleicher
Phase, also

27
=5
Proof. OBdA kdnnen wir die Welle bei ¢t = 0 betrachten, also £(z,0) =

&o sin(kx). Nach der Definition der Wellenlange muss k(z+\) = kx+2m
gelten, was die obige Formel fiir \ ergibt. d

A

Betrachten wir nun die Welle bei ¢ = 0, also ist

/

(2’ tg = 0) = & sin(?w%).

Wenn wir nun die Welle verschieben, kénnen wir 2’ =
x + vt einsetzen und erhalten

D= Sosin (%I ixt> = gosin (zﬂi 4 2;”),5) |

Nehmen wir nun das spezielle x = A, so erhalten wir
_Ar A 27\ w
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Setzen wir nun w = 2% ein so erhalten wir

&(x,t) = &osin(kx + wt).

Um die Formel zu verallgemeinern fiigen wir den NULL-
PHASENWINKEL g hinzu und erhalten

&(z,t) = &osin(kx £ wt + ¢g).

Leiten wir die Phase ab, so erhalten wir als Phasenge-
schwindigkeit

d w
v:&(kxiwt—kwo):E.
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Um Rechnungen zu vereinfachen, kénnen wir die komplexe
Darstellung der Welle verwenden, also

E(w,t) = o' oeten),

Dabei entspricht die reale Komponente der komplexen
Darstellung der Welle der urspriinglichen Welle.

Wenn wir zwei Oszillatoren betrachten, welche sich bei xq
und zo befinden, so betrégt die Phasendifferenz

Ap =kAz > 0= w=¢ = ki = kv.

Theorem 1.2: Wellengleichung
Eine Wellengleichung wird beschrieben durch

20% _

9%¢
ﬁ - 0.

ot?

Proof. Wir betrachten die Wellengleichung welche in positive z-
Richtung l3uft, also

&(x,t) = &osin(kx — wt).

Leiten wir dies zweimal nach der Zeit ab, so erhalten wir

2
% = —&ow? sin(kz — wt).
Leiten wir die Urspriingliche Welle zweimal nach = ab, so erhalten wir
2
% = —£ok? sin(kz — wt).

Wir bemerken nun, dass
0%¢ w2 9%¢ 5 0%¢
—_— = = = —=.
ot? k2 0x2 Ox2
O
Hierbei sollten die Lésungen der Wellengleichung 2 mal
stetig differenzierbar sein.

Theorem 1.3: Losung der Wellengleichung

Die allgemeine Losung der Wellengleichung ist gege-
ben durch

&(x,t) = fxz —vt) + g(x + vt).

Der erste Term beschreibt eine Welle welche sich in po-
sitive z-Richtung bewegt, wihrend der zweite Term eine
Welle beschreibt welche sich in negative z-Richtung be-
wegt.

Beispiele beinhalten die Seilwelle, die Schallwelle, aber
auch die elektromagnetische Welle.

Kehren wir zu transversalen Wellen zuriick. Hierbei ist die
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢’ senkrecht zur Auslenkung
€. . .

&(z,t) = Af(z — vt).

Explizit kénne wir schreiben
Ay
Ay
0

—

6(3’ t) =

cos(kz — wt).

Wir wollen nun das Beispiel der transversalen Seilwelle
betrachten. Von was, hingt ¢ ab?.

INPUT PICTURE

Wir betrachten das Seil an den Punkten x und z + dz.

Zunichst definieren wir die ZUGSPANNUNG § = g, welche
die Kraft pro Querschnittsfliche beschreibt.

Der Betrag der Spannung im Seil muss iiberall gleich sein,
da sonst das Seil an der Stelle mit der gréssten Spannung
reissen wiirde. Weiter nehmen wir an, dass dm in Ruhe
bleibt.

AS, = Scos(a’) — Scos(a) ~ 0
AS, = Ssin(a) — Ssin(a).
Fiir den Tangens finden wir

tan(a) = % tan

0&(x + dz,t)

(o) = pe

Da sin ~ tan fiir kleine Winkel gilt, konnen wir schreiben

o (x +da,t) 8§(x,t)> _ 5325

Ox Ox Oz dz.

ASyzS(

Verwenden wir nun dS, - A = dma,, so erhalten wir
schliesslich die Wellengleichung

0%¢ S 9%
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Wobei p der lineare MASSENBELAG ist, also die Masse pro
Léange.

Folglich ist

Wir wollen unsere Konzepte nun auf mehrere Dimensio-
nen erweitern. Zunachst auf Ebene Wellen. Die Wellenzahl
wird neu zum WELLENVEKTOR E, welcher die Richtung
der éusbreitung der Welle angibt. Die Phase wird neu zu
0=k -7—wt.

Folglich wird die harmonische Welle beschrieben durch

£(7, 1) = Ae' BT,

(" Definition 1.4: Ebene Welle

Der Geometrische Ort von Oszillatoren gleicher Pha-
se ist eine Eben senkrecht zur Ausbreitungsgeschwin-
digkeit. Weiter ist ¥ || k.

Diese Ebenen werden WELLENFRONTEN oder PHA-

SENFLACHEN genannt.
. J

Fiir eine ebene Harmonische Welle gilt die Wellengleichung

—

£, t) = Aeikr—en),

Betrachten wir nun_‘Zwei Punkte 1 und 73 in einer Ebene.
Also Pi, P, € E 1 k. Da sie in Phase sind, gilt

—

k-r—wt=k 1 —wt=Fk- (17 —r3)=0.

Dies zeigt, dass k LE gilt, also dass die Wellenfronten
Ebenen sind welche senkrecht zum Wellenvektor stehen.



Wir verwenden im folgenden die Konvention, dass

T91 = T2 —T1.

Fiir eine ebene transversale Welle gilt
) 4,

3 (Fa t) = Ay
0

ei(szwt) )

ObdA konnen wir dies vereinfachen zu

Ay
AyeiA(S ei(szwt).

0

g(’Fv t) =

(" Definition 1.5: lineare Polarisation

Wenn Ad = 0 oder 7 gilt, so ist die Welle linear
polarisiert.

Ay
)= | Ay
0

ei(kz—wt) )

.

.

(" Definition 1.6: zirkulare Polarisation

Wenn Ad = +3 gilt, und A, = A, gilt, so ist die
Welle zirkular polarisiert.

1
EFt)=A| +i
0

ei(kz—wt) )

.

.

Bei positivem Vorzeichen wird die Welle zB bei z = 0 zu

—

&(z=0,t) = Ag cos(wt)T + Ag sin(wt)g.

Bei negativem Vorzeichen wird die Welle zu

£(z = 0,t) = Ag cos(wt)& — Ag sin(wt)g.
Wir nennen die Welle RECHTSZIRKULAR wenn A = +7
gilt, und LINKSZIRKULAR wenn Ad = — 7 gilt.

Der allgemeine Fall ist die elliptische Polarisation, bei wel-
chem sich die Spitze des Auslenkungsvektors auf einer El-
lipse bewegt.

Im Raum, verallgemeinert sich die Wellengleichung wie
folgt

Definition 1.7: Wellengleichung im Raum

Eine Wellengleichung im Raum wird beschrieben
durch

Gehen wir nun zuriick zum eindimensionalen Fall mit einer
transversalen Welle. Die Geschwindigkeit eines einzelnen
Ostzillators ist gegeben durch

S

ot

Die kinetische Energie eines Massenelements dm ist gege-
ben durch

Ve

1
dT = §U2dm.

Einsetzen von dm = pdV gibt

ar 1 [og\?
av —2°\at)
Dies ist die kinetische Energiedichte der Welle. Sie gibt

an wie viel kinetische Energie pro Volumen in der Welle
gespeichert ist.

Fiir die elastische Energiedichte haben wir eine elongierte
Feder, welche die Langendnderung

2
ds = /da? +d€2 —da =~ 1 (85) dz.

2 \ Oz
Folglich ist die elastische Energiedichte
dEa _ 1 (0¢ ?
dav - 27 \oz) -’

Wie teilt sich nun die Energie auf die beiden Freiheitsgrade
auf? Es gilt fiir eine Welle

Ew,t) = Flw —vi).

Folglich kénnen wir rechnen

AT 1 L (0r\ _
av 2" \az) 77

Ebenso konnen wir rechnen

dEa _ 1 (0f\*_  of
v 27 \ox _Ua(x—vt)'

= pv? (8(a:afut)>2 .

Diese Gleichung gilt nur fiir mechanische Wellen. Wir fas-
sen zusammen:

of
Oz —wt)’

aw _ dr
v~ dv

dEel
dv

Tabelle 1: Mechanische Wellen

82
—f — 02V =0.
ot Typ Ausbreitungsgeschwindigkeit
; - /8
In Kugelkoordinaten wird die Wellengleichung zu (im Fall Seilwelle YA
von radialsymmetrischen Wellen) Welle im Festkorper v = \/%
LR (S e r=1/§
v2 ot \or? - ror Schallwelle v=/%
Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch? k= xP

— —

A7) = 2Ly t) 2 ok )

1In 2 Dimensionen wire die Amplitude proportional zu %

Wir méchten nun iiber die Intensitat I und die Energief-
lussdicht S einer Welle sprechen, wobei |S| = I gilt.

[Ceca]



Als Beispiel nehmen wir eine harmonisch Fortschreitende
Welle

&(z,t) = Acos(kr —wt) v= %
Die Energiedichte ist wie vorher berechnet gegeben durch
dW 5
av e

Wobei &' = 520 = kg

=0k ‘Wenn wir dies ausrechnen,

so erhalten wir
W
7 pv?k? A? sin? (ka — wt) = A?pw? sin? (ka — wt).
Dies hat auch eine Form von f(x — vt). Also wird Energie
transportiert bei einem Wellenphdnomen. Jedoch ist die

Energiedichte positiv definit. Weiter ist die Energie pro-
portional zu A% und w?.

Das zeitliche Mittel der Energiedichte ist gegeben durch

- S gt = = pw? A2,
ay =g

A, 1/TdW 1
av’' T/,

Die Intensitdt ist nun Definiert als die Leistung, welche
durch eine Fliche A senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
transportiert wird, pro Flacheneinheit. Also

W
"~ dadt”

Umformen gibt
B 2w
B dadmg—;
_aw
—av’

wobei wir ein wenig schludern und das d?W durch dW
ersetzen, lol.

Eine weitere legitime Frage ist was passiert wenn wir eine
komplizierte Oberfliche haben. In diesem Fall definieren
wir den POYNTING VEKTOR §, welcher die Stéarke von [
hat und die Richtung von k. Dann gilt

dw -

Fiir eine Kugelwelle mit Oberfliche einer Kugel mit Radi-
us r sehen wir, dass

W= 21 pw? A2v.

Somit hangt die Leistung nicht von r ab, was die Energie-
erhaltung bestétigt.

1.2 Superposition

Wenn &; und &; Losungen der Wellengleichung sind, so ist
auch & = & + & eine Losung der Wellengleichung. Dies
wird als Superposition bezeichnet.

Betrachten wir zundchst die Uberlagerung zweier harmo-
nischen Wellen in einem eindimensionalen Raum.

& (x,t) = Acos(kx — wt)
& (z,t) = Acos(kr F wt + 4).

Im ersten Fall betrachten wir, wenn beide Wellen in die
gleiche Richtung laufen. Ausserdem seien der Einfachheit
die Amplituden gleich. Dann kénnen wir rechnen

§(z,t) =& + &2
= Asin(kx — wt) + Asin(kx — wt + 0)
0 1)
= 2Acos(=)sin(kz —wt — -).
2 2
Wir sehen, dass die Amplitude maximal ist, wenn § =
0,27, 4m, ... gilt, und dass die Amplitude minimal (gleich
null) ist, wenn § = m,3x,5m,... gilt. Dies wir als KON-
STRUKTIVE INTERFERENZ bzw DESTRUKTIVE INTERFE-
RENZ bezeichnet.

Wenn die Wellen gegenlaufig laufen, so kénnen wir rechnen

{(@,1) =& + &
= Asin(kx — wt) + Asin(kz + wt + )

= 2Asin(kx + g) cos(wt + g)

Wenn wir nun zwei Wellen haben, welche von einem Punkt
Q1 und Q)2 ausgehen, so gilt an einem Punkt P:

&(z,t) = A(sin(kzy — wt) + sin(kxs — wt + 9)).
Wir definieren den GANGUNTERSCHIED Az als
Axr = 29 — 1.

Wenn wir nun z := z; und x4+ Ax = x5 setzen, so kénnen
wir rechnen

&(x,t) = A(sin(kzx — wt) + sin(k(x + Az) — wt + 9))
kAz +6 kAx + 5)

= 2Acos
cos( 5

)sin(kx — wt +

Konstruktive Interferenz tritt auf, wenn kAx + § = 27n
gilt, also wenn

Destruktive Interferenz tritt auf, wenn kAz+96 = (2n+1)w
gilt, also wenn

AgC:(2a”L—i-1)7T—(5_ 1 ]

k
Damit Interferenz iiberhaupt stattfinden kann, miissen die
zeitliche und rdumliche Kohérenz gegeben sein. Die zeitli-
che Kohérenz bedeutet, dass der Nullphasenwinkel ¢ kon-
stant bleibt, also dass die Wellen eine feste Phasendifferenz
haben. Die rdumliche Kohérenz bedeutet, dass die Wellen
iiberhaupt eine Chance haben zu interferieren, also dass
die Wellenfronten sich iiberlappen.

Wenn eine Welle auf ein Hindernis trifft, wird sie reflek-
tiert. Dabei wird unterschieden zwischen einem fixen und
offenen Ende. Bei einem fixen Ende wird die Welle mit
einem Phasenunterschied von 7 reflektiert. Bei einem of-
fenen Ende wird die Welle ohne Phasenunterschied reflek-
tiert.

Wenn eine Welle nun aber auf so eine Grenzflache trifft, so
wird sie nicht nur reflektiert, sondern auch transmittiert,



also durchgelassen. Dies kann in einem Seil zum Beispiel
durch eine Anderung des Massenbelags realisiert werden.

Folglich existieren 3 Wellen.

&a = Aexp(i(+kix — wt))
¢r = Rexp(i(—kix — wt + 6R))
&r = Texp(i(+kax — wt + d7)).

Eine Sinnvolle Annahme ist, dass die Wellen an der Grenz-
fliche = = 0 stetig sind, also dass

fA(O,t) + fR(O,t) = ET(O,t).

Weiter miissen die Krafte an der Grenzflache ebenfalls ste-
tig sein, also dass

51(%(& +¢r) = Sz(%fr

Nach rechnen (siehe Serie), erhalten wir den Parameter

5202
o=/ ==
\ Sip1

Dieser Parameter gibt an wie stark die Welle reflektiert
bzw transmittiert wird. Es gilt fiir die Parameter 6 und

5T:
1
5R:{0 a <
T a>1

or =0.

Hierbei entspricht der Fall von einem "diinnenEnde zu ei-
nem Dichten gehen ist g = 7 und der Fall von einem
"dickenEnde zu einem diinnen Ende ist §g = 0. Dies ent-
spricht intuitiv der Tatsache, dass die Welle an einem fi-
xen Ende mit einem Phasenunterschied von m reflektiert
wird, und an einem offenen Ende ohne Phasenunterschied
reflektiert wird.

Fiir die Amplituden R und T gilt

A2 =R A2,
V2

1.3 Stehende Wellen

Wir betrachten nun 2 eindimensionale fortschreitende
Wellen welche in entgegengesetzte Richtungen laufen. Es
gilt

&1(x,t) = Acos(kx — wt)

& (x,t) = Acos(kr + wt + 0).

Wir kénnen die Zweite Welle noch umschreiben zu
& (z,t) = Acos(—kx — wt + dR).

Die Superposition der beiden Wellen ist gegeben durch

&(x,t) = 2Acos (kz - 521%) cos <wt - §2R> .

Wenn wir fiir die gegenldufige Welle eine Reflexion an ei-
nem harten Ende betrachten, so gilt g = 7. Somit erhal-
ten wir

&(x,t) = 2Asin(kx) sin(wt).

In diesm Fall haben wir bei z = 0 und x = L einen Knoten.

Wenn wir fiir die gegenldufige Welle eine Reflexion an ei-
nem offenen Ende betrachten, so gilt g = 0. Somit erhal-
ten wir

&(x,t) = 2A cos(kx) cos(wt).
In diesm Fall haben wir bei x = 0 und z = L einen Bauch.

Fiir die Energiedichte einer stehenden Welle gilt

a7 1 9 42 2 .2

— = —pw4A .

qv = 3™ cos” (kx) sin”(wt)
Und fiir die elastische Energiedichte gilt

dEg 1 .

dVl = §S4A2k‘2 sin? (kx) cos? (wt).

Wenn man dies plotten wiirde, so sehen wir, dass die kine-
tische und elastische Energie sich gegenseitig austauschen,
aber dass die Gesamtenergie konstant bleibt.

Bei einer Reflexion am fixen Ende gilt: Fiir wt = nr ist
¢ = 0 und fiir wt = (n+ 3)7 ist ¢ maximal und nur
elastisch.

Die Einhiillende ist gegeben durch
u(z) = acos(kx) + Bsin(kx).

Bei einer fest eingespannten Saite gilt w(0) =
Dies fiihrt zu der Bedingung

u(L) = 0.

sin(knpl) = 0.

nmv
L

Also k, = 5%, und somit w,, =
ist gegeben durch A, = 2L,

, und die Wellenlénge

Hierbei sind nur diskrete Werte von k und w erlaubt, wel-
che als Eigenfrequenzen bezeichnet werden.

Ahnlich ist die Situation bei 2 offenen Enden, wobei die
Eigenfrequenzen die gleichen sind, aber die Eigenmoden
sich unterscheiden.

Bei nur einer Seite offen, und der anderen Seite geschlos-
sen, so gilt die Bedingung

sin(k,L) =0 und cos(k,L)=0.
Dies fiihrt zu der Bedingung
. 2n+ D7
to2p

1.4 Dopplereffekt

Schallwellen sind Longitudinale Druckwellen, welche sich
in einem Medium ausbreiten.

Der Dopplereffekt nimmt sich 3 Bezugssysteme zur Hand,
dies des Senders, des Empféangers und des Mediums.

Fiir eine Wahrgenommene Frequenz eines Senders, wel-
cher sich mit der Geschwindigkeit vg bewegt, gilt und ei-
nes Beobachters, welcher sich mit der Geschwindigkeit vp
bewegt, gilt

utovp

uFug

Wir wollen dies nun motivieren. Dazu betrachten wir zu-
néchst die Situation, dass der Sender sich nicht bewegt,

f'=fq



also vg = 0 gilt. Die Anzahl Wellenberge fiir einen ruhen-
den Beobachter ist

ny = fQAt.

Die Anzahl Wellenberge fiir einen bewegten Beobachter ist

- At

Wobei dies fiir einen Beobachter gilt, welcher sich auf den
Sender zu bewegt. Fiir einen Beobachter, welcher sich von
dem Sender weg bewegt, ist ein Minuszeichen vor dem
zweiten Term.

Da die Schallgeschwindigkeit u gegeben ist durch u = fgA,
kénnen wir umformen zu
u-+vp

I'=fo+ fo = Jo—".

Analog finden wir, wenn sich die Quelle bewegt, dass

u

r_
f - fQ U —vQ '
Wobei dies fiir eine Quelle gilt, welche sich auf den Beob-
achter zu bewegt. Fiir eine Quelle, welche sich von dem
Beobachter weg bewegt, ist ein Minuszeichen vor vgq.
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